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Résumé

La méthode des moindres carrés généralisés (GLS) estime la droite
d’étalonnage en tenant compte de l’incertitude associée aux variables,
de l’hétéroscédasticité et des corrélations. Mais l’efficacité des GLS re-
quiert une bonne connaissance de la méthode elle-même et du proces-
sus d’étalonnage. Cet article précise les caractéristiques de la fonction
d’étalonnage et introduit le « modèle à erreurs sur les variables » plus
représentatif du contexte. La méthode GLS est présentée selon diffé-
rents scénarios d’incertitude en considérant les trois phases de l’esti-
mation : modélisation, évaluation et validation. La propagation de l’in-
certitude des variables aux coefficients de la droite est discutée. Puis,
le résultat de mesure est calculé avec la droite estimée, en mode di-
rect et en mode inverse. Son incertitude est donnée en distinguant la
valeur vraie ou moyenne sans incertitude et une valeur mesurée ou in-
dividuelle avec incertitude. Deux exemples sont analysés. Les incer-
titudes des variables influencent peu la valeur des coefficients de la
droite et du résultat. En revanche, les incertitudes associées sont très
affectées.

MOTS CLÉS : MOINDRES CARRÉS GÉNÉRALISÉS, MODÈLE

À ERREURS SUR LES VARIABLES, DROITE D’ÉTALONNAGE,

DROITE AVEC INCERTITUDE SUR LES DEUX VARIABLES.

Abstract

The Generalized Least Squares (GLS) method estimates the
straight-line calibration function by taking into account uncertainties in
variables, heteroscedasticity and correlations. However, the efficiency
of the method depends on a good knowledge of the method itself and
of the calibration process. This paper details the characteristics of the

calibration function and introduces the “model with errors in vari-
ables” which is more representative of the context. The GLS method is
analysed in the three steps of the estimation process: assumption, com-
putation and validation. Propagation of the uncertainty in input data
to coefficients of the straight-line calibration function is also discussed.
The measurement result is then computed with the estimated curve, di-
rectly and by inverse evaluation. The associated uncertainty is given
by distinguishing the mean value without uncertainty and an individual
value with its associated uncertainty. Two examples are analysed. Un-
certainties in variables have little influence on the value of the measure-
ment result and of coefficients of the straight-line calibration function.
On the contrary, associated uncertainties are highly affected by them.

KEY WORDS: GENERALISED LEAST SQUARES, MEASUREMENT

ERRORS MODEL, CALIBRATION CURVE, STRAIGHT-LINE WITH

UNCERTAINTY ON VARIABLES.

1. Introduction

L’étalonnage permet de convertir une indication en un
résultat de mesure. Dans le cas d’un instrument de mesure
utilisé sur une plage de valeurs, cette conversion est réali-
sée par une fonction d’étalonnage. L’indication peut être
conservée telle quelle, mais en général elle est transfor-
mée ou corrigée.

Cette opération transfère au résultat de mesure une
incertitude de justesse et de traçabilité (voir [1] pour la
relation entre incertitude et traçabilité) qui ne figurait pas
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dans l’incertitude associée à l’indication initiale. Ainsi, le
rôle fondamental de l’étalonnage est de déterminer cette
incertitude de justesse et de traçabilité qui, dans cet ar-
ticle, est nommée « incertitude d’étalonnage ».

Cette incertitude sera complétée lors de l’utilisation
de l’instrument par l’incertitude issue des conditions de
la mesure.

La fonction d’étalonnage est souvent estimée par la
méthode des « moindres carrés ordinaires » (OLS pour
Ordinary Least Squares), présente dans la plupart des lo-
giciels (par ex. : Droitereg dans Excel), mais elle n’est
pas adaptée à ces cas.

Soit une fonction à estimer Y = f (X), où X est la
variable d’entrée et Y la variable de sortie ; les OLS sup-
posent que seule la variable Y est connue avec une incer-
titude, constante et sans corrélation. D’autres méthodes
d’estimation existent. Cet article traite des méthodes de
régression pondérée regroupées sous le terme unique de
méthode des « moindres carrés généralisés » (GLS pour
Generalized Least Squares).

Les principales caractéristiques des GLS sont :

– l’application du principe des OLS, en minimisant une
fonction des carrés des écarts en X et en Y à la droite

– l’utilisation de poids pour augmenter ou diminuer
l’influence relative d’une valeur x de X ou y de Y
dans le calcul. En métrologie, ces poids dépendent
des incertitudes.

Les GLS englobent par exemple, les moindres car-
rés pondérés, la droite de régression orthogonale, les
moindres carrés totaux ou encore Orthogonal Distance
Regression... En fait, l’estimateur des GLS dépend du
modèle statistique considéré.

Malgré l’ancienneté de la méthode, le traitement
d’exemples du laboratoire s’est révélé plutôt ardu. Les
connaissances et les compétences utilisées étaient insuffi-
santes pour estimer correctement la droite d’étalonnage.

En effet, la méthode est plus complexe que les OLS
et elle est moins documentée. Elle nécessite l’utilisation
d’un logiciel pour effectuer les calculs. En outre, passer
de la fonction d’étalonnage au modèle statistique sous-
jacent n’est pas immédiat. Peu d’exemples d’utilisation
des GLS en métrologie ont été publiés.

Le présent article commence par l’analyse des don-
nées de l’étalonnage et discute de leur utilisation pour es-
timer la fonction (partie 2). Puis le « modèle de régression
standard » avec X sans incertitude est abordé. Il est estimé
par les OLS (partie 3) ou les GLS (partie 4). Lorsque X
et Y sont évalués avec une incertitude, les GLS sont asso-
ciés au « modèle à erreurs sur les variables » (ou modèle à
erreurs de mesure) (partie 5). Deux estimateurs des GLS
sont présentés : les GLS-simples inspirés du modèle de
régression standard (partie 6) et les GLS-GGMR, estima-
teur complet mais plus complexe (partie 7).

Le calcul du résultat de mesure est traité dans la par-
tie 8 en distinguant l’évaluation directe et l’évaluation in-
verse. La validation des estimations, droite et résultats de
mesure, est présentée dans la partie 9 pour toutes les mé-
thodes. Deux exemples sont analysés dans la partie 10.

L’article reprend les notations du GUM [6] : les lettres
majuscules représentent des variables aléatoires et les
lettres minuscules, des variables certaines dont la va-
leur est connue ou inconnue. L’expression des estima-
teurs et des statistiques calculées sur les observations est
donnée sous forme matricielle. Cette écriture matricielle
est explicitée dans les ouvrages de statistiques [2, 14] et
quelques éléments sont rappelés dans l’Annexe 1.

2. Droite d’étalonnage

La fonction d’étalonnage détermine le résultat de me-
sure correspondant à une indication. Dans le cas d’une
droite, elle s’écrit :

zt = β0 + β1 · yt, (1)

où :

– les coefficients β0 et β1 sont inconnus ;

– y est l’indication ou la valeur de la grandeur de sor-
tie Y de l’instrument de mesure ;

– z est la valeur du résultat Z ;

– x est la valeur de la grandeur étalon X ;

– t est un indice qui représente les variations de la gran-
deur dans le domaine d’étalonnage (xt, yt, zt, Xt, Yt

et Zt).

La fonction d’étalonnage est déterminée à partir de la
relation entre les valeurs x fournies par des étalons et les
indications y correspondantes de l’instrument de mesure.
Les valeurs étalons et les indications étant complétées
par leur incertitude de mesure. Cette relation est établie
à l’Étape 1 de l’étalonnage sur n couples de valeurs (x, y)
(§ 2.39 de [7]). Dans le présent article, elle est nommée
« Relation 1 ».

Ces données et le contexte d’estimation sont analysés
ci-après.

2.1. Incertitude des données d’étalonnage

La définition de l’étalonnage suppose que les in-
certitudes des étalons et des indications soient détermi-
nées complètement et distinctement. Or, cette situation
ne correspond pas à la pratique générale des laboratoires
d’étalonnage.

Souvent, les incertitudes sont communiquées ainsi :

– la valeur étalon et son incertitude d’étalonnage ;

– l’indication avec une incertitude due à la fidélité de
l’instrument à étalonner combinée à d’autres compo-
santes comme par exemple, l’influence des variations
de température sur l’étalon, l’instrument et les résul-
tats de l’étalonnage.

22 REVUE FRANÇAISE DE MÉTROLOGIE no 31, Volume 2012-3



Affecter une incertitude non prépondérante à une in-
dication ou à une valeur étalon a peu de conséquences
sous réserve d’utiliser toutes les incertitudes dans le cal-
cul. Néanmoins, les covariances qui indiquent les liaisons
existantes entre les sources d’incertitude sont rarement
évaluées alors qu’elles influencent fortement l’incertitude
des résultats.

2.2. Relation 1

Cette relation n’est pas formulée dans la définition
de l’étalonnage. Elle peut être représentée par un tableau
ou un graphique regroupant les n couples (x, y). Lors-
qu’une fonction d’étalonnage est évaluée, la Relation 1
est définie par une fonction mathématique. La Relation 1
est bi-univoque et la fonction mathématique peut s’écrire
dans les deux sens : Y = h(X) ou X = g(Y). En effet :

– du point de vue statistique, la Relation 1 associe deux
variables aléatoires dans un contexte de corrélation.
La valeur étalon et l’indication correspondante va-
rient ensemble sans que l’une explique l’autre. Ce cas
est représenté par le « modèle à erreurs sur les va-
riables ». Dans le contexte de régression, représenté
par le « modèle de régression standard », une variable
connue sans incertitude explique la variable aléatoire.

– du point de vue métrologique, le modèle Y = h(X)
est souvent postulé mais il ne correspond guère aux
situations suivantes : le laboratoire d’étalonnage gé-
nère des grandeurs qui sont mesurées simultanément
par l’instrument de mesure étalon et l’instrument à
étalonner ; les incertitudes associées aux valeurs éta-
lons sont plus élevées que les incertitudes associées
aux indications.

En fait, la valeur étalon et l’indication correspondante
sont corrélées car elles dépendent de la même grandeur
(la grandeur mesurée et sa « valeur vraie »).

2.3. Fonction d’étalonnage

Elle est déterminée, à l’Étape 2 de l’étalonnage, en
utilisant la Relation 1. Les deux relations diffèrent sur les
points suivants :

– l’une associe des indications et des valeurs étalons ;
l’autre associe des indications et des résultats de
mesure ;

– l’une est bi-univoque, l’autre est univoque. La
fonction d’étalonnage convertit une indication en un
résultat de mesure et l’inverse n’est pas possible.

La confusion provient du fait que la fonction d’éta-
lonnage est estimée par la Relation 1. La fonction d’éta-
lonnage est la fonction g connue (z = g(y)) ou la fonc-
tion h connue et utilisée de manière inverse (il s’agit de
déterminer z tel que y = h(z) ; cette utilisation inverse
de la fonction doit être distinguée de l’inversion de la
fonction).

Dans de nombreuses publications, la fonction d’éta-
lonnage est assimilée à la fonction h. Cette fonction re-
présente généralement le principe de mesure de l’ins-
trument. Néanmoins, beaucoup d’utilisateurs travaillent
avec la fonction g pour obtenir directement le résultat de
mesure.

Il n’existe pas a priori un sens d’estimation privilé-
gié. En outre, cette question ne se pose plus lorsque la
fonction estimée est symétrique.

2.4. Symétrie et évaluation inverse

La symétrie est la possibilité d’interchanger les va-
riables dans la fonction : Y = h(X) et X = h−1(Y). Cette
propriété dépend du modèle statistique et de la méthode
d’estimation utilisée. La méthode des OLS n’est pas sy-
métrique (régresser Y sur X n’est pas équivalent à régres-
ser X sur Y). La droite de régression orthogonale qui est
un cas particulier des GLS préserve la symétrie.

Pour prévoir le résultat Z à partir d’une indication y,
il est plus simple d’estimer directement la droite g.

Dans le cas symétrique, les évaluations z = g(y) et
z = h−1(y) concordent. Dans le cas contraire, il est né-
cessaire de considérer l’écart entre ces deux évaluations.
Aussi, l’opération « évaluation inverse » associée à l’uti-
lisation de la fonction h devrait inclure une composante
d’incertitude représentant la non-symétrie (partie 8 de
l’article).

Les parties 3 à 7 traitent de l’estimation d’une droite
en général et elles s’appliquent aux fonctions g et h.
Néanmoins, la transposition au contexte de l’étalonnage
est facilitée en prenant l’exemple de la fonction h.

3. Le modèle de régression standard et les OLS

3.1. Présentation des OLS

3.1.1. Le modèle de régression standard

Dans ce modèle, la variable yt est mesurée avec une
erreur aléatoire Et. La variable xt est supposée connue
sans incertitude. Il s’écrit dans le cas d’une droite :

Yt = β0 + β1 · xt + Et (2)

avec les hypothèses principales suivantes :

– Hyp. 1, le modèle est bien spécifié ;

– Hyp. 2, la variable explicative xt est certaine ;

– Hyp. 3, l’erreur Et a une moyenne nulle ;

– Hyp. 4, la variable Yt est aléatoire avec une incerti-
tude type σy constante (cas de l’homoscédasticité).
Les différentes observations (valeurs) Yt ne sont pas
corrélées ;

– Hyp. 5, l’incertitude type σy est inconnue.
L’erreur Et représente la partie aléatoire de Yt :

Yt = yt + Et.
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Les espérances mathématiques sont E(Yt) = β0+β1·xt

et E(Et) = 0 ; la matrice de variances-covariances iden-
tique pour Y et E est :

V(Y) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
v (y1) cov (y1, yn)
. . .

cov (y1, yn) v (yn)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ2
y . . . 0
. . .

0 . . . σ2
y

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = σ2
yI

(3)

où I est la matrice identité.

3.1.2. Les OLS

Dans ce contexte, la méthode des OLS détermine les
estimateurs des coefficients, notés B0 et B1, qui mini-
misent la somme des carrés des écarts entre les obser-
vations yt et le modèle. Ces écarts étant regroupés dans
un vecteur D, les OLS minimisent :

DTD, (4)

où l’exposant « T » représente la transposée d’une matrice
ou d’un vecteur.

Les OLS estiment les deux coefficients de la droite et
la variance des erreurs.

β= (β0, β1)T est estimé par BOLS= (XTX)−1XTY et σ2
y

par S 2
OLS = (DTD)/(n − 2).

La matrice de variances-covariances de BOLS dépend
de la variance des erreurs. Elle est estimée par :

V(BOLS) = S 2
OLS

(
XTX

)−1
. (5)

Avec les hypothèses précédentes, les OLS donnent les
meilleurs estimateurs linéaires (sans biais et à variance
minimale). De plus, les OLS sont aisés à mettre en œuvre.
Aussi, les OLS sont-ils couramment utilisés en métrolo-
gie et dans d’autres disciplines.

3.2. Limites des OLS

Les hypothèses des OLS sont très restrictives pour re-
présenter de nombreuses situations réelles.

Dans le cas de l’étalonnage, les écarts peuvent porter
sur les hypothèses Hyp. 2, Hyp. 4 et Hyp. 5. Les valeurs xt

ne sont pas connues sans incertitude. Les incertitudes va-
rient (cas de l’hétéroscédasticité) généralement avec la
valeur mesurée et il existe des corrélations. La matrice de
variances-covariances de Y (comme celle de X) est plus
proche de (6) que de (3). Ces incertitudes sont en géné-
ral connues, à l’exception des covariances qui ne sont pas
systématiquement évaluées.

Les propriétés de l’estimateur sont modifiées [2–4]
ainsi :

– l’hétéroscédasticité ou la corrélation des variables Y
augmente son incertitude. En fait, V(BOLS) ne corres-
pond pas à (5) mais à (XTX)−1XTV(Y)−1X(XTX)−1

qui est plus élevée que V(BGLS) (9). Par contre, l’es-
timateur BOLS reste sans biais ;

– les OLS qui supposent l’incertitude de Y inconnue ne
propagent pas cette incertitude aux coefficients de la
droite et aux valeurs calculées avec la droite ;

– l’incertitude associée à la variable X biaise l’estima-
teur BOLS En général, il sous-estime la valeur de la
pente β1, l’importance du biais dépendant de la va-
riance de X.

La méthode des OLS distingue une variable explica-
tive et une variable expliquée qui n’ont pas le même rôle
dans le modèle. Elle n’est pas symétrique : les coeffi-
cients des deux droites diffèrent mais ils sont équivalents
aux incertitudes près. Ce résultat peut être constaté sur
l’exemple du paragraphe 10.2.

En conclusion, la méthode des OLS ne devrait pas
être utilisée pour estimer la fonction d’étalonnage.

4. Le modèle de régression standard et les GLS

Dans ce modèle, les GLS sont substitués aux
OLS lorsque la variable Y est hétéroscédastique ou
autocorrélée.

4.1. Présentation des GLS

4.1.1. Hypothèses

– Hyp. 1, Hyp. 2 et Hyp. 3 des OLS sont conservées ;

– Hyp. 4 est remplacée par : Hyp. 6, la variable Y est
aléatoire avec une incertitude type variable ou elle est
autocorrélée ;

– Hyp. 5 est remplacée par : Hyp. 7, la matrice de
variances-covariances de Y notée V(Y) est connue et
inversible.
Cette matrice s’écrit :

V(Y) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
v
(
y1

)
. . . cov

(
y1, yn

)
. . . . . . . . .

cov
(
y1, yn

)
v
(
yn

)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ2
y1
. . . σy1,yn

. . . . . . . . .
σy1,yn . . . σ

2
yn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (6)

Des valeurs de Y ont de grandes variances et d’autres
des variances faibles. Par ailleurs, certaines de ces valeurs
ne sont pas indépendantes.

La méthode des GLS consiste à associer des poids
aux valeurs yt pour atténuer ou augmenter leur influence
relative dans le processus d’estimation. Dans le cas où
ces poids sont les inverse des variances, les valeurs dont
l’incertitude est élevée ont moins d’influence dans le pro-
cessus d’estimation que les valeurs avec une incertitude
faible.

4.1.2. Transformation du modèle

Les GLS sont une transformation des données
pour pouvoir appliquer les OLS : la pondération des
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observations avec des poids issus des variances et des co-
variances donne de nouvelles valeurs, non corrélées et de
variance constante égale à 1.

Mathématiquement, la matrice de variances-
covariances des erreurs qui est symétrique est décompo-
sée en un produit de deux matrices V(Y) = PPT.

La transformation des observations en P−1Y =
P−1XB + P−1E permet d’obtenir de nouvelles erreurs
dont la matrice de variances-covariances est :
V(P−1E) = I comme dans le modèle des OLS, à
une constante près.

Alors que les OLS minimisent DTD, les GLS
minimisent :

DTV(Y)−1D (7)

où V(Y)−1 représente la matrice des poids.

Lorsque V(Y) est diagonale, les GLS minimisent la
somme des carrés des écarts pondérés par l’inverse de
leur écart type.

4.1.3. Expression des estimateurs

Les GLS estiment les coefficients β de la droite par :

BGLS =
(
XTV(Y)−1X

)−1
XTV(Y)−1Y. (8)

La matrice de variances-covariances de BGLS est :

V (BGLS) =
(
XTV(Y)−1X

)−1
. (9)

Il n’est pas nécessaire d’estimer les variances des er-
reurs supposées connues avant d’utiliser la méthode.

L’estimateur GLS est sans biais avec une matrice de
variances-covariances minimale (meilleur estimateur li-
néaire) lorsque V(Y) � σ2I. Ce résultat est établi par le
théorème de Gauss-Markov, d’où le nom « méthode de
Gauss-Markov » également attribué aux GLS.

4.1.4. Limites des GLS

L’Hyp. 7 conditionne l’utilisation de la méthode.

La connaissance de V(Y) est une hypothèse théo-
rique ; dans la pratique, les variances et les covariances
des erreurs ont été estimées avec les données de l’étalon-
nage. Ces estimations ne sont pas exemptes d’erreurs. Ce
point est discuté lors de la validation de la droite estimée.

Il existe d’autres présentations de la méthode : les
incertitudes sont connues à une constante près (V(Y) =
σ2
y ·M où σ2

y est inconnue et M est connue) ; ou la méthode
est réitérée jusqu’à trouver deux estimations consécutives
de V(Y) très proches. Ces applications au caractère plus
mathématique que métrologique ne sont pas retenues ici.

Par ailleurs, l’estimateur n’est pas (est difficilement)
calculable lorsque les valeurs de la variable Y sont parfai-
tement (très) corrélées.

Comme les OLS, ces GLS ne sont pas symétriques.

4.2. Propagation de l’incertitude de Y

La variance de l’estimateur (9) dépend directement de
l’incertitude des valeurs de Y. Lorsque :

– V(Y) est modifiée par un facteur multiplicatif μ, la
matrice V(BGLS) est multipliée par μ :

V (BGLS) =
(
XTμ−1V(Y)−1X

)−1
= μ

(
XTV(Y)−1X

)−1
,

l’estimateur BGLS restant inchangé :

BGLS =
(
XTμ−1V(Y)−1X

)−1
XTμ−1V(Y)−1Y

=
(
XTV(Y)−1X

)−1
XTV(Y)−1Y.

– V(Y) = σ2
yI avec σ2

y connue. V(BGLS) = σ2
y

(
XTX

)−1

est simple comme la variance de l’estimateur
OLS (4) ; sauf que la méthode des OLS ré-estime
plus ou moins correctement σ2

y par S 2
OLS. Les estima-

teurs BGLS et BOLS sont identiques.

L’estimateur BGLS est plus influencé par la structure
des incertitudes (poids relatif des variables les unes par
rapport aux autres) que par leur ordre de grandeur. Au
contraire, sa matrice de variances-covariances dépend des
deux.

L’influence des incertitudes est discutée dans la par-
tie 9 de l’article consacrée à la validation.

La propagation de l’incertitude de Y aux résultats de
mesure est explicitée dans la partie 8.

En conclusion, les GLS appliqués au modèle de ré-
gression standard sont une méthode relativement simple.
Ils peuvent être programmés dans Excel avec les outils
matriciels.

Ces GLS sont adaptées à la droite d’étalonnage lors-
qu’une des variables X ou Y est connue avec une incerti-
tude négligeable.

5. Le modèle à erreurs sur les variables (MEV)

Ce modèle permet de considérer l’incertitude sur les
deux variables X et Y.

5.1. Présentation

Le modèle MEV est décrit dans les références [3, 4].
Dans ce modèle, les variables xt et yt liées par l’équation
yt = h(xt), ne sont pas observées. Elles sont mesurées
avec une erreur aléatoire, additive et de moyenne nulle.

Dans le cas d’une droite, le modèle s’écrit :

yt = β0 + β1 · xt (10)

Xt = xt + Lt (11)

Yt = yt + Et (12)
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où xt et yt sont les variables vraies ou latentes, Xt et Yt

sont les variables observées ou mesurées, Et et Lt les
erreurs.

Le modèle comporte différentes hypothèses sur les
variables vraies, les erreurs et l’équation (10). Le choix
des hypothèses est très large : par exemple, les variables
vraies xt et yt sont certaines ou aléatoires ; l’équation (10)
peut comporter une erreur Ct aléatoire,

yt = β0 + β1 · xt + Ct. (10bis)

Ainsi, il existe un grand nombre de modèles à erreurs
sur les variables (MEV) susceptibles de représenter diffé-
rents contextes de régression. Le MEV associé à la fonc-
tion d’étalonnage est présenté ci-après.

5.2. Modèle de la fonction d’étalonnage

La droite d’étalonnage est modélisée par les équa-
tions (10), (11) et (12) avec les hypothèses suivantes :

– Hyp. 1 des OLS ;

– Hyp. 3 des OLS appliquée aux erreurs Et et Lt ;

– Hyp. 6 et Hyp. 7 des GLS appliquées aux erreurs Et

et Lt ;

– Hyp. 8, les erreurs Et et Lt sont indépendantes. L’er-
reur qui affecte Xt est sans lien avec l’erreur qui af-
fecte Yt ;

– Hyp. 9, les variables vraies xt et yt sont certaines ;

– Hyp. 10, l’équation (10) représente bien la droite
d’étalonnage ; il n’est pas nécessaire d’ajouter un
terme supplémentaire comme dans l’équation (10bis).

La matrice de variances-covariances de X a la même
structure que V(Y) (6) :

V(X) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ2

x1 . . . σx1,xn
. . .

σx1,xn σ2
xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (13)

5.2.1. Interprétation

Les variables vraies xt sont considérées comme cer-
taines car l’étalonnage est réalisé en des points choisis du
domaine de mesure. L’équation (10) traduit le principe
de mesure de l’instrument étalonné et en général, celui-ci
est bien connu. Il en résulte que les variables yt sont cer-
taines. Ces hypothèses, plutôt simples, ont été choisies
pour focaliser le problème de l’estimation sur l’hétéros-
cédasticité et la corrélation des valeurs.

Il est clair qu’une fonction d’étalonnage mal connue
conduira à inclure le terme erreur Ct, qu’une valeur xt

d’un étalon variant entre le moment de sa détermination
et l’étalonnage en cours sera considérée comme une va-
riable aléatoire... L’étude de ces cas dépasse le cadre de
cet article.

5.2.2. Caractéristiques du modèle

Avec les hypothèses précédentes :

– la droite d’étalonnage est symétrique dans les va-
riables vraies (xt, yt) et observées (Xt, Yt) ; il n’y a pas
de sens de régression privilégié ;

– l’équation (10) n’est pas linéaire dans les para-
mètres xt et β inconnus ;

– le nombre de valeurs vraies xt à déterminer dépend du
nombre de points utilisés pour estimer la fonction. Du
point de vue métrologique, on obtient une nouvelle
évaluation de la valeur des étalons.

Ces variables vraies (xt, yt) correspondent aux valeurs
moyennes (ou espérances mathématiques) des variables
mesurées et aléatoires (Xt, Yt). Une valeur individuelle de
ces variables mesurées sera notée (xt-ind, yt-ind) pour la dis-
tinguer de la valeur moyenne. La distinction entre valeur
moyenne et valeur individuelle intervient lors du calcul
du résultat de mesure.

5.3. Méthodes d’estimation

Les méthodes d’estimation proposées pour le MEV
dépendent des hypothèses du modèle. Il peut s’agir des
méthodes classiques d’estimation comme la méthode du
maximum de vraisemblance, la méthode des moments...
généralement dans le cas simple où les variables sont
connues avec une incertitude constante et les covariances
nulles. De nombreux articles existent sur le sujet : ra-
tio des variances constant, connu ou inconnu, droite de
régression orthogonale. Dans certains cas, ces méthodes
donnent des résultats équivalents [8].

Les GLS appliqués au modèle du paragraphe 5.2 sont
caractérisés par :

– des poids évalués avec les incertitudes associées aux
variables X et Y ;

– des estimateurs définis par un système d’équations
non linéaires et calculés avec une méthode d’analyse
numérique.

Une version simplifiée des GLS a été proposée ; elle
reprend l’expression de l’estimateur BGLS du modèle de
régression standard. Cette méthode GLS-simples est pré-
sentée dans la partie 6 de l’article. La méthode complète
appelée « GLS-GGMR » est présentée dans la partie 7.

6. Le modèle à erreurs sur les variables
et les GLS-simples

Les GLS-simples [9] sont issus de la « méthode des
Bivariate Least Squares (BLS) » [10] et des GLS du mo-
dèle de régression standard.
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6.1. Modèle

Le modèle considéré est l’équation (10) écrite avec
les variables observées. Soit :

Yt = β0 + β1 · Xt + Qt (14)

avec Qt = Et − β1·Lt. (15)

Ces équations et la méthode ignorent les variables
vraies xt et yt.

L’équation (14) ressemble à l’équation (2) du mo-
dèle de régression standard. Mais, l’erreur Qt qui intègre
le terme Lt est corrélée avec la variable explicative Xt.
Donc, les OLS ne sont pas adaptés.

Comme les erreurs Et et Lt ne sont pas corrélées
(Hyp. 8), la variance d’une erreur Qt est :

v (Qt) = σ
2yt + β

2
1·σ2xt (16)

et la covariance de deux erreurs Qt et Ql est :

cov (Qt,Ql) = σyt ,yl + β
2
1·σxt ,xl. (17)

La matrice de variances-covariances des erreurs
s’écrit :

V(Q) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ2
y1 + β

2
1σ

2
x1 . . . σy1,yn + β

2
1σx1,xn

.. .. . . .
σy1,yn + β

2
1σx1,xn . . . σ2

yn + β
2
1σ

2
xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (18)

V(Q) est une combinaison linéaire des matrices de
variances-covariances des erreurs de X et de Y :

V(Q) =
[
V(Y) + β2

1·V(X)
]
.

Elle dépend du coefficient β1 inconnu.

6.2. Estimateur

Le principe est d’utiliser l’estimateur GLS du modèle
de régression standard en remplaçant V(Y) par V(Q).

Ainsi, l’estimateur (8) s’écrit ici :

BGLS-simples =
(
XTV(Q)−1X

)−1
XTV(Q)−1Y (19)

avec V(Q) = [V(Y) + B2
1-GLS-simples·V(X)]

et sa matrice de variances-covariances (9) :

V
(
BGLS-simples

)
=

(
XTV(Q)−1X

)−1
. (20)

Le système d’équations (19) est non linéaire dans
les inconnues B0-GLS-simples et B1-GLS-simples, puisque
B1-GLS-simples figure dans la matrice V(Q)−1. Il est résolu
de manière itérative :

– une solution initiale est par exemple, l’estimation b1
obtenue avec les GLS du modèle de régression
standard (8) ;

– à l’Étape 1, la matrice V(Q) est recalculée ;

– à l’Étape 2, de nouvelles estimations bGLS-simples et
V(bGLS-simples) sont calculées et la matrice V(Q) est
actualisée avec b1-GLS-simples ;

– puis l’Étape 2 est réitérée jusqu’à la convergence de
deux solutions b1-GLS-simples consécutives.

6.3. Avantages et inconvénients

Cette méthode propose une formule simple de calcul
de l’estimateur, facile à implémenter dans un tableur. Elle
permet également de mieux appréhender la propagation
des incertitudes dans le système.

En retour, elle n’estime pas les variables vraies et il
est possible que la valeur bGLS-simples diffère de la valeur
obtenue avec la méthode complète bGLS-GGMR. De plus,
la méthode n’est pas symétrique.

7. Le modèle à erreurs sur les variables
et les GLS-GGMR

7.1. Présentation

Les GLSD-GGMR sont décrits dans [12 et 5]
où GGMR signifie « Generalised Gauss-Markov
Regression ».

Le modèle considéré est représenté par les équa-
tions (10), (11) et (12) associées aux hypothèses du pa-
ragraphe 5.2. En particulier, les matrices de variances-
covariances des variables V(X) et V(Y) sont connues.

Les paramètres à estimer sont les coefficients de la
droite d’étalonnage et les variables vraies xt. Ils sont re-
groupés dans le vecteur BGLS-GGMR :

BGLS-GGMR = (x1, x2, ..., xn, b0, b1)T. (21)

Le nombre de variables xt correspond au nombre n de
points utilisés pour estimer le modèle.

La méthode des GLS consiste à minimiser une forme
quadratique composée des écarts en X et en Y :

S(B) = DTV(D)−1D (22)

où D est le vecteur des écarts :

D =
(

L
E

)
=

(
X − x
Y − (

β0 + β1.x
) ) . (23)

V(D) est la matrice de variances-covariances des va-
riables ou des écarts :

V(D) =

(
V(X) VX,Y
VX,Y V(Y)

)
=

(
V(X) 0

0 V(Y)

)
. (24)

Par rapport à la méthode GLS-simples, la structure de
la matrice des poids issue de V(D) est plus directe.
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7.2. Estimateur

Ce problème de moindres carrés non linéaires est ré-
solu avec la méthode de Gauss-Newton puisque S (B) est
le produit d’un vecteur par son transposé :

S(B) = DTV(D)−1D = DTP−1TP−1D, (25)

où V(D) = PPT est décomposée avec l’algorithme de
Cholevski [5] (l’algorithme QR peut également être
utilisé).

L’algorithme de calcul (issu de [12]) se déroule
comme suit :

– à la première étape, une estimation initiale du vec-
teur BGLS-GGMR est calculée – les variables obser-
vées X et l’estimation bOLS peuvent être utilisées :
b∗GLS-GGMR = (x∗1, x

∗
2, .., x

∗
n, b
∗
0, b
∗
1)T. On obtient l’es-

timation correspondante S(b∗) ;

– le pas de variation nommé « δ » qui permet de dimi-
nuer la solution S(b∗) est donné par :

E =
(
P−1T·J·δ

)
+

(
P−1TD

)
, (26)

où J est la matrice des dérivées partielles de D par
rapport à B et évaluée en b∗GLS-GGMR.
(26) définit un système d’équations surdéterminé qui
peut être résolu par la méthode des OLS ;

– lorsque δ est estimé, le vecteur b∗GLS-GGMR est
actualisé :

b∗GLS-GGMR = b∗GLS-GGMR + δ

et l’algorithme est réitéré jusqu’à l’obtention d’un δ
très faible ou lorsque le nombre maximal d’itérations
fixé est atteint.

La matrice de variances-covariances de l’estimation
est donnée par :

V
(
b∗GLS-GGMR

)
=

(
J∗P−1P−1TJ∗T

)
. (27)

Il s’agit d’une matrice partitionnée :

V
(
b∗GLS-GGMR

)
=

(
VX VX,B

VX,B V
(
b∗0, b

∗
0

) )

dont la sous-matrice correspondant aux coefficients b0
et b1 de la droite est donnée par :

V
(
b∗0, b

∗
1

)
=

(
x∗TP−1x∗

)−1
(28)

où x∗ = (1 x∗) est la matrice comportant le vecteur unité
et la variable x évaluée à la solution.

L’expression (28) a la même structure que la va-
riance (9) de l’estimateur GLS du modèle de régression
standard. La propagation des incertitudes des variables X
et Y apparaît ainsi plus clairement.

7.3. Avantages et inconvénients

La méthode GLS-GGMR utilise toute l’information
sur les variables. Ses estimations seront donc plus fiables
que celles obtenues avec les autres méthodes. L’estima-
teur GLS-GGMR est convergent : le biais diminue avec
l’augmentation de n. Dans le contexte du MEV, l’estima-
teur des OLS est biaisé et non convergent.

GLS-GGMR est la seule méthode qui préserve la sy-
métrie de la droite d’étalonnage : les droites estimées
y = f (x) et x = g(y) sont équivalentes. Cette propriété
est utile lorsqu’il est prévu de calculer le résultat de me-
sure par évaluation inverse.

Le critère minimisé (25) se simplifie en fonction de la
structure de la matrice V(D). Ainsi, lorsque :

– les valeurs de X et Y ont une variance égale à 1 et ne
sont pas corrélées (V(D) = I), S(B) se réécrit :

DTD =
n∑

t=1

(Xt − xt)2 +

n∑
t=1

(Yt − yt)2 . (29)

La droite obtenue correspond à la droite de régres-
sion orthogonale. Elle passe par le point moyen des n
couples (x, y) et l’expression de la pente est donnée
dans [16].

– les valeurs de X et de Y ne sont pas corrélées (V(X)
et V(Y) sont diagonales), S(B) se réécrit :

DTV(D)−1D =
n∑

t=1

σ−2
xt (Xt − xt)2 +

n∑
t=1

σ−2
yt (Yt − yt)2

(30)

et on retrouve la droite de régression orthogonale
pondérée appelée aussi régression de la distance gé-
néralisée (S(B) correspond au critère utilisé dans
la régression de Deming et dans la méthode de
Williamson).

La méthode généralise différentes techniques de ré-
gression, avec l’avantage de calculer également toutes les
statistiques utiles pour valider et utiliser le modèle.

7.4. Conclusion sur le MEV

Lorsque les deux variables ont une incertitude, la mé-
thode GLS-GGMR est à privilégier. Dans la pratique,
l’utilisateur vérifie l’adéquation de son modèle d’éta-
lonnage avec les hypothèses du paragraphe 5.2. Il doit
connaître ou estimer avec soin les variances et les cova-
riances des variables. En cas de doute sur les corrélations,
il est préférable de tester des valeurs a priori plutôt que
de les ignorer.

Le calcul des estimations nécessite l’utilisation d’un
logiciel spécialisé ou la programmation de l’algo-
rithme de résolution. D’où l’intérêt des GLS-simples qui
donnent souvent les mêmes valeurs que les GLS-GGMR
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et qui sont plus faciles à calculer. Les GLS-simples
peuvent être utilisés lors des premières estimations de la
droite pour vérifier l’adéquation droite/incertitude des va-
riables en entrée et valider les hypothèses du modèle.

8. Calcul du résultat de mesure

8.1. Sources d’incertitude

Le résultat de mesure est déduit d’une indication en
utilisant la droite d’étalonnage estimée (il s’agit de la
fonction g ou h du §.2.2).

L’incertitude due à la droite est la première source
d’incertitude associée au résultat de mesure. Elle est éva-
luée, dans le cas général, au paragraphe 8.2.

Une deuxième source d’incertitude peut provenir de
l’utilisation d’une valeur individuelle.

Une valeur individuelle est une réalisation d’une va-
riable mesurée. Elle est formée d’une valeur moyenne
sans incertitude et d’une erreur aléatoire. Par exemple,
une indication individuelle s’écrit : y0-ind = y0 + e0
conformément à l’équation (10). Les points dont les
coordonnées sont les valeurs moyennes forment la droite
d’étalonnage estimée alors que les autres points, dont une
coordonnée au-moins est une valeur individuelle, se ré-
partissent autour de la droite.

Dans la suite, le résultat est calculé en considérant les
différentes options : indication moyenne ou individuelle,
résultat moyen ou individuel. Pour simplifier :

– les notations précédentes et et lt des erreurs sont
conservées (les erreurs sur les variables x0 et y0 sont
indépendantes des erreurs sur les variables xt et yt) ;

– les composantes d’incertitude sont supposées indé-
pendantes et sommées quadratiquement.

8.2. Incertitude associée à une droite

La droite estimée est constituée de l’ensemble des
points du domaine (d’étalonnage) qui vérifient son équa-
tion. Soit :

y0 = b0 + b1 · x0, (31)

avec b0 et b1 les coefficients estimés, y0 et x0 les valeurs
moyennes. L’intervalle d’incertitude de la droite dépend
de l’incertitude associée à chaque point.

8.2.1. Incertitude d’un point moyen

L’incertitude type est obtenue en appliquant la for-
mule de propagation des incertitudes à (31) :

u (y0-droite) =
√

u2 (b0) + x2
0u2 (b1) + 2x0u (b0, b1). (32)

L’incertitude élargie correspondante est :

U (y0-droite) = k·u (y0-droite) . (33)

Dans le cas où les variables suivent une loi normale,
le facteur d’élargissement k est issu de la loi de Student
avec (n−2) degrés de liberté.

Cette incertitude dépend de la valeur du prédicteur x0.
Elle a une allure parabolique dans le cas des OLS : elle
est plus faible au centre du domaine et plus large aux ex-
trémités. Ce comportement existe généralement dans le
cas des GLS du modèle de régression standard. Dans le
cas du MEV. avec de l’incertitude sur X, cette incertitude
croit linéairement avec x0.

8.2.2. Incertitude de la droite

L’intervalle d’incertitude de la droite est obtenu en
joignant les limites des intervalles d’incertitude ponctuels
[y0 ± U(y0-droite)]. La correction du facteur k de l’équa-
tion (33) est négligée (cet intervalle d’incertitude issu de
l’ensemble des points dépend de la loi de Fisher au lieu
de la loi de Student utilisée dans (28). Ce point est traité
dans Willink [13]).

Cet intervalle est présenté dans les deux exemples de
la partie 10. L’allure parabolique de l’incertitude type se
traduit par un intervalle d’incertitude de forme hyperbo-
lique autour de la droite. Cette évolution est nette dans
l’Exemple 1 (partie 10). Dans le cas du MEV (méthodes
GLS-simples et GLS-GGMR), l’intervalle représente une
bande linéaire autour de la droite qui s’élargit avec l’aug-
mentation de x0 (voir Exemple 2 en partie 10).

8.3. Évaluation directe du résultat de mesure

Le résultat de mesure est calculé avec la fonction g
estimée (§.2.2). Dans cette fonction :

– la variable d’entrée est l’indication, notée y, associée
à la variable Y ;

– la variable de sortie est le résultat de mesure noté Z.

Ainsi, le résultat de mesure se déduit de :

z0 = b0 + b1·y0, (34)

qu’il s’agisse du résultat moyen z0 ou individuel z0-ind,
évalué avec l’indication moyenne y0 ou indivi-
duelle y0-ind. Par contre, les incertitudes diffèrent.

8.3.1. Incertitude

L’incertitude type associée au résultat moyen y0 est
donnée par (32) en remplaçant x0 par y0 et y0-droite
par z0-droite.

Cette incertitude est augmentée des composantes is-
sue des valeurs individuelles :

– u(e0) pour un résultat individuel z0-ind :

u2 (z0-ind) = u2 (z0-droite) + u2 (e0) (35)
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– u(l0) pour une indication individuelle :

u2 (z0) = u2 (z0-droite) + b2
1u2 (l0) . (36)

L’incertitude maximale est obtenue pour un résultat
individuel évalué à une indication individuelle :

u2 (z0-ind) = u2 (z0-droite) + u2 (e0) + b2
1u2 (l0) . (37)

En général, l’incertitude élargie est calculée avec
le coefficient d’élargissement k = 2, par exemple,
U(z0) = 2u(z0).

8.3.2. Quelle incertitude associer à son résultat ?

Dans « l’incertitude d’étalonnage » évoquée dans la
partie 1, l’indication est une valeur « vraie » sans incer-
titude. Sans connaissance des futures mesures réalisées
avec l’instrument étalonné, le laboratoire d’étalonnage
considèrera plutôt une indication « vraie ». Ensuite, l’uti-
lisateur augmentera cette incertitude d’étalonnage avec
l’incertitude sur l’indication individuelle.

En général, le résultat évalué est une valeur moyenne.
Son incertitude est déterminée par les équations (32)
et (36).

Néanmoins, il est important d’indiquer qu’il s’agit
d’un résultat moyen. En effet, le terme u(e0) associé au
résultat individuel est souvent plus élevé que l’incertitude
associée à la droite (32). Dans ce cas, l’incertitude sur le
résultat, obtenue avec l’expression (36), est plus faible
que l’incertitude sur la valeur étalon correspondante xt

utilisée pour estimer la droite.

8.4. Évaluation inverse du résultat de mesure

Le résultat de mesure est calculé avec la fonction h
estimée (§.2.2). Dans cette fonction :

– la variable d’entrée est le résultat de mesure noté Z ;

– la variable de sortie est l’indication, notée y, associée
à la variable Y.

La fonction est utilisée dans le sens opposé au sens de
régression. Soit déterminer la valeur z0 qui correspond à
l’indication y0. Dans le cas d’une droite, z0 est obtenu en
inversant l’équation :

z0 = (y0 − b0) /b1. (38)

Lorsque la fonction est polynomiale, cette évaluation
inverse donne plusieurs racines z0 qui correspondent à la
même valeur y0.

L’équation (38) s’applique au résultat moyen z0 ou
individuel z0-ind évalué à l’indication moyenne y0 ou in-
dividuelle y0-ind.

L’incertitude associée est plus difficile à calculer que
dans le cas de l’évaluation directe. La difficulté provient
de l’incertitude associée à la droite. Cette incertitude est
évaluée ci-dessous dans le cas général.

8.4.1. Incertitude associée à l’utilisation inverse
de la droite

L’équation (31) est utilisée dans le sens inverse, soit :

y0 = (x0 − b0) /b1. (39)

L’incertitude associée est généralement évaluée en
utilisant cette équation (39). En simplifiant, on obtient :

u (y0-inv-droite) =

√
u2 (b0)+y2

0u2 (b1)+2y0u (b0, b1)

b2
1

(40)

Lorsque la droite estimée est symétrique, ce calcul
convient ; l’expression (40) est équivalente à (32). C’est
le cas avec la méthode GLS-GGMR.

Lorsque la droite estimée dépend du sens de la ré-
gression, la valeur y0 calculée suivant (39) diffère de celle
calculée suivant (31). Pour tenir compte de l’écart entre
ces deux valeurs, l’expression (39) devrait intégrer un
terme correctif qui induit une composante d’incertitude
supplémentaire.

Par exemple, u(y0-inv-droite) pourrait être déterminée
par renvoi de la valeur y0 sur l’intervalle d’incertitude
de la droite (Le calcul est explicité dans [14]). Cette mé-
thode présente les inconvénients suivants :

– la solution est graphique ou elle est obtenue à l’issue
d’un calcul compliqué ;

– lorsque l’intervalle d’incertitude de la droite a l’allure
d’une hyperbole (cas des OLS), u(y0-inv-droite) n’est
pas symétrique ;

– comment combiner cette incertitude avec les autres
composantes u(l0) et u(e0) ?

8.4.2. Incertitude

L’incertitude type associée au résultat moyen z0 est
donnée par (40) en remplaçant y0 par z0, ou par une mé-
thode adéquate.

Cette incertitude est augmentée des composantes is-
sue des valeurs individuelles :

– soit u(l0) pour un résultat individuel z0-ind :

u2 (z0-ind) = u2 (z0-inv-droite) + u2 (l0) (41)

– ou u(u0) pour une indication individuelle :

u2 (z0) = u2 (z0-inv-droite) + u2 (e0) /b2
1. (42)

L’incertitude maximale est obtenue en considérant les
valeurs individuelle :

u2 (z0-ind) = u2 (z0-inv-droite)+ u2 (l0)+ u2 (e0) /b2
1. (43)
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8.5. Conclusion

Le résultat de mesure est généralement évalué par la
seule valeur moyenne z0.

Par contre, l’incertitude associée varie avec les
sources d’incertitude considérées. Il est donc important
de mentionner ces sources d’incertitude pour faciliter la
comparaison de résultats.

Ces sources d’incertitudes peuvent être :

– la méthode d’estimation utilisée : les OLS qui sous-
estiment l’incertitude, le calcul direct ou l’évaluation
inverse ;

– le mesurande ciblé : résultat moyen ou résultat
individuel affecté d’une composante d’incertitude
supplémentaire ;

– l’indication correspondante qui peut être moyenne ou
individuelle.

Les calculs précédents supposent des composantes
d’incertitude indépendantes. Par exemple, l’indication y0
est sans lien avec les indications antérieures yt utilisées
pour estimer la droite d’étalonnage ; et donc elle est indé-
pendante des coefficients de la droite estimée. Dans cer-
tains cas, cette hypothèse n’est pas justifiée et les cova-
riances sont à déterminer. En cas de doute, il est possible
de maximiser l’incertitude en sommant linéairement les
termes d’incertitude.

9. Validation des estimations

La droite d’étalonnage estimée et des résultats de me-
sure calculés avec la droite sont validés avant de clore
le processus d’estimation. La validation comprend deux
volets complémentaires : la validation statistique et la va-
lidation métrologique.

9.1. Validation statistique

Elle concerne plutôt la droite estimée. Il est vérifié
que les hypothèses du modèle sont cohérentes avec les
résultats obtenus.

L’outil principal est un test de validation globale qui
porte sur les écarts des n points à la droite. Il s’agit du
test de Fisher pour les OLS et du test du χ2 pour les GLS.
Ces tests supposent que les variables sont distribuées se-
lon une loi normale. Puis, les outils de validation partielle
habituellement présentés dans le cadre des OLS sont ap-
pliqués.

9.1.1. Le test de Fisher

Les OLS minimisent les écarts entre les points et
la droite quantifiés par la variance résiduelle S 2

OLS =

(DTD)/(n−2) (§.3). Si la droite représente bien les don-
nées, la variance expliquée par la droite (notée S 2

exliquée)
sera très élevée par rapport à cette variance résiduelle
S 2

OLS.

Le rapport F = S 2
exliquée/S

2
OLS sera alors très grand.

Sous l’hypothèse de normalité des variables, ce rapport
suit une loi de Fisher à (n−2, 1) degrés de liberté et on dé-
termine la valeur limite au niveau de signification de 5 %
que F doit atteindre pour conclure que la droite explique
les données (l’hypothèse testée est « la droite n’explique
pas les données » et le test est unilatéral à 5 % ; S 2

exliquée
ne doit pas être trop élevée).

En général, le test est concluant et il ne suffit pas pour
valider le modèle. Il est complété par les tests et outils
présentés au paragraphe 9.1.3.

9.1.2. Le test du χ2 et le ratio de Birge

Dans la méthode GLS, l’hypothèse de départ est diffé-
rente : les incertitudes associées aux variables expliquent
les écarts des points à la droite. Le critère minimisé,
DT(Y)−1D (7) ou S(B) (22), représente le rapport de ces
deux quantités, avec la matrice d’incertitude connue au
dénominateur. Si ces quantités sont cohérentes, le critère
n’est ni trop élevé, ni trop faible. Dans l’hypothèse de
normalité des variables, ce rapport est un χ2 à (n−2) de-
grés de liberté et on détermine un intervalle de confiance
bilatéral à 95 % (Dans [12] le test est unilatéral et il
porte sur la limite supérieure) pour les valeurs possibles
de S(B). Si S(B) calculé sort de l’intervalle, par valeur
inférieure ou par valeur supérieure, le modèle n’est pas
validé (la minimisation de S(B) peut sembler incompa-
tible avec la recherche d’une valeur ni trop élevée, ni
trop faible). Lorsque le nombre de points d’étalonnage
est faible, l’intervalle de confiance du χ2 est large et le
modèle sera souvent validé.

En pratique, il est plus simple de calculer le ra-
tio de Birge [15], d’expression DTV(Y)−1D/(n−2) ou
S(B)/(n−2) ; dont l’espérance mathématique est 1, quel
que soit le nombre n de données d’étalonnage.

Alors :

– ratio de Birge > 1 suggère que la droite estimée n’est
pas validée car elle n’explique pas suffisamment les
données. On peut chercher à changer de modèle et
par exemple à ajuster un polynôme de degré plus
élevé. Mais la cause de l’inadéquation peut provenir
des incertitudes des variables en entrée qui sont « trop
faibles » comparées aux écarts au modèle.

– au contraire, ratio de Birge < 1 signifie que les incer-
titudes en entrée sont « plus élevées » que les écarts
au modèle. Dans ce cas, l’analyse doit porter sur les
incertitudes associées aux variables.

Dans les exemples testés, les covariances des va-
riables avaient été omises. Or, ajouter des covariances
positives peut être équivalent à diminuer l’incertitude
en entrée. Ces covariances proviendraient d’erreurs sys-
tématiques qui n’ont pas influencé les données dans
l’unique expérience d’étalonnage considérée.
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9.1.3. Tests de validation partielle et autres outils
statistiques

Les écarts D ou transformés P−1D sont examinés :
vérification de la répartition aléatoire, de l’absence de
corrélation et d’une moyenne proche de 0. Lorsque au-
cune tendance ou valeur aberrante n’est constatée, les hy-
pothèses sur les erreurs aléatoires sont validées.

Puis, le caractère significatif des coefficients du mo-
dèle est testé. En général, la droite d’étalonnage est écrite
avec un terme constant sans raison précise.

Une droite d’étalonnage validée globalement par un
des tests précédents a une pente significative. C’est donc
la constante qui sera testée avec un test de Student et re-
tirée du modèle si elle n’est pas significative. Comme les
valeurs de la pente et de la constante covarient, la varia-
tion de valeur de la pente sera nette.

9.2. Validation métrologique

Cette validation concerne les valeurs calculées et les
incertitudes associées. Dans de nombreux cas, le respon-
sable de l’étalonnage a une bonne connaissance de la
fonction d’étalonnage et il est plutôt intéressé par l’in-
certitude associée à cette fonction et sa propagation. Ce
métrologue connaît à l’avance ou cible le niveau d’incer-
titude des résultats de mesure calculés avec la fonction.
Comme les méthodes étudiées donnent des estimations
très proches, l’efficacité d’une méthode se traduit dans
ces incertitudes finales.

Les outils de la validation métrologique sont
notamment :

– la comparaison des résultats obtenus avec d’autres
méthodes comme les simulations de Monte-Carlo ;

– la détermination avec la fonction d’étalonnage de va-
leurs étalons connues ;

– l’analyse des résultats en considérant la connaissance
du processus ; par exemple, comparer la droite d’éta-
lonnage estimée au temps t avec celles obtenues lors
des étalonnages précédents.

9.3. Conclusion

Il n’existe pas de procédure particulière exposant la
démarche à suivre pour la validation. Les outils statis-
tiques et métrologiques présentés seront utilisés en fonc-
tion des besoins, des compétences vis-à-vis du contexte
de l’étalonnage et de l’aisance à les manipuler.

Une procédure rapide pour valider la fonction d’éta-
lonnage serait d’utiliser le test statistique global et l’es-
timation de quelques résultats de mesure déjà connus. Si
les résultats obtenus sont corrects et l’incertitude associée
proche de l’incertitude ciblée, le modèle d’étalonnage est
correct. Il est alors possible de le confirmer en utilisant
les autres outils de validation.

Tableau 1
Données X et Y : valeurs et incertitudes types associées.

x u(x) y u(y)
1,0 0 3,3 0,5
2,0 0 5,6 0,5
3,0 0 7,1 0,5
4,0 0 9,3 0,5
5,0 0 10,7 0,5
6,0 0 12,1 0,5

Tableau 2
Estimations de Y = b0 + b1·X : OLS et GLS.

OLS OLS GLS
variance corrigée u(y) = 0,5

b0 1,867 1,867
b1 1,757 1,757

u(b0) 0,3 0,47 0,47
u(b1) 0,077 0,12 0,12

u(b0, b1) −0,020 8 −0,05 −0,05
u(y)-estimée 0,323

ratio de Birge 0,645
Validation oui oui

Lorsque les estimations ne sont pas validées, les don-
nées d’entrée de la méthode sont modifiées et la droite est
ré-estimée. L’estimation de la droite d’étalonnage est un
processus itératif à trois étapes : hypothèses, estimation,
validation. Le processus est achevé lorsque les résultats
confirment les hypothèses.

À l’issue de la validation, le laboratoire d’étalonnage
a amélioré sa connaissance des valeurs utilisées dans la
fonction d’étalonnage.

10. Exemples

Deux exemples sont présentés dans cette partie. Le
premier exemple est un cas simple issu de la norme
ISO 28037 [12] dans lequel une incertitude constante
est associée aux valeurs de Y. Cet exemple, plus géné-
ral que la droite d’étalonnage, permet de comparer les
méthodes OLS et GLS sous différentes hypothèses. Le
deuxième exemple traite de l’analyse de la masse de ben-
zène contenue dans une cartouche avec des incertitudes
variables sur X et Y. Les calculs ont été effectués avec le
logiciel Regpoly développé au LNE.

10.1. Exemple 1 : Equal weights de la norme ISO 28037

Le tableau 1 reprend les données de la Table 4 du pa-
ragraphe 6.4 de [12]. Les grandeurs représentées par X
et Y ne sont pas spécifiées.

Ce cas correspond au modèle de régression standard
avec u(y) connue et constante. La méthode adaptée est
celle des GLS avec des poids u−1(y) = 1/0,5. La méthode
OLS suppose que u(y) est inconnue.

L’estimation de la droite est présentée au tableau 2.
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Tableau 3
Matrice de variances-covariances des valeurs y.

0,25 0,175 0,175 0,175 0,175 0,175
0,175 0,25 0,175 0,175 0,175 0,175
0,175 0,175 0,25 0,175 0,175 0,175
0,175 0,175 0,175 0,25 0,175 0,175
0,175 0,175 0,175 0,175 0,25 0,175
0,175 0,175 0,175 0,175 0,175 0,25

Tableau 4
Estimations GLS obtenues en modifiant les incertitudes des

valeurs y.

GLS GLS
u(y) = 0,25 y corrélé

b0 1,867
b1 1,757

u(b0) 0,233 0,490
u(b1) 0,060 0,065

u(b0, b1) −0,012 5 −0,015
ratio de Birge 1,290 1,178

Validation oui oui

10.1.1. Commentaires

Conformément aux résultats du paragraphe 4.2, les
deux méthodes estiment la même droite (BOLS = BGLS).

Les OLS sont validés globalement avec le test de
Fisher. Mais, le test ne porte pas sur les incertitudes.
Or, la méthode sous-estime u(y) (0,322 au lieu de 0,5)
et V(BOLS) (S 2

OLS (X’X)−1 est inadéquate) correspond à
V(BGLS) lorsqu’elle est corrigée.

Les GLS sont validés par le test du χ2. Le ratio de
Birge avec une valeur inférieure à 1 indique que les in-
certitude associées aux y sont supérieures aux écarts à la
droite. Dans la suite, ces incertitudes sont modifiées pour
améliorer l’accord entre la droite et les données.

10.1.2. Modifier l’incertitude associée aux valeurs y

Une première solution consiste à diminuer u(y). Par
exemple, poser u(y) = 0,25 pour diviser par 2 l’incerti-
tude considérée lors de l’estimation.

On peut noter que u(y)-estimée des OLS correspond
à u(y) multipliée par le ratio de Birge, et que l’utilisation
des GLS avec u(y)-estimée donne un ajustement parfait
avec un ratio de Birge proche de 1 [15].

Une autre solution consiste à ajouter des covariances
pour étudier leur influence. Par exemple, une corrélation
constante r = 0,7 est suposée pour toutes les valeurs y.
30 covariances cov(yt, yl) = 0,7 × 0,5 × 0,5 = 0,175 sont
introduites dans le système (tab. 3).

Le tableau 4 présente les estimations GLS obtenues
avec ces modifications.

Les valeurs des coefficients sont inchangées. Les in-
certitudes associées ont été divisées par 2 lorsque u(y) =
0,25 et elles sont inférieures à celles des OLS.

Dans le cas y corrélé, la variation des incertitudes
des coefficients est inégale : l’incertitude de b0 augmente
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droite estimée

intervalle OLS

intervalle GLS

Fig. 1. – Intervalles d’incertitude de la droite obtenus avec
les OLS et les GLS sans corrélation.

légèrement ; l’incertitude de b1 est divisée par quasi-
ment 2 et la covariance par 3.

L’ajustement est très satisfaisant avec un ratio de
Birge proche de 1. Les estimations des coefficients ont
été validées avec des simulations de Monte-Carlo.

Le ratio de Birge supérieur à 1 dans les deux cas in-
dique que les incertitudes des valeurs y sont maintenant
plus faibles que les écarts au modèle.

10.1.3. Prévisions

L’intervalle d’incertitude associé à la droite est repré-
senté à la figure 1. pour les deux méthodes. Les deux in-
tervalles ont la même forme ; mais l’intervalle des GLS
est plus large.

La droite estimée est utilisée dans les deux sens
pour prévoir une nouvelle valeur. L’incertitude est éva-
luée en considérant les deux cas : prédicteur avec et sans
incertitude.

L’exemple de la partie 11 de [12] comprend les pré-
visions suivantes : x0 = 4,913 à y0 = 10,5 ; y0 = 8,017 à
x0 = 3,5. Les incertitudes associées sont présentées dans
les tableaux 5 et 6.

L’incertitude de ces prévisions varie avec les méthodes et
l’incertitude u(y).

Comme attendu, les incertitudes ont été divisées par
deux avec u(y) = 0,25. Elles sont inférieures aux incerti-
tudes obtenues avec les OLS.

Par contre, les incertitudes ont augmenté dans le cas y
corrélé ; alors que l’incertitude de la pente b1 avait dimi-
nué. Cela s’explique par la covariance négative entre les
2 coefficients qui a été beaucoup plus réduite.

Cet exemple montre l’influence des covariances qui
actuellement sont trop souvent négligées lors de l’esti-
mation. Supposer une autre configurations des corréla-
tions est intéressant, mais l’étude de l’influence des co-
variances dépasse le cadre de cet article. L’objectif est
d’alerter sur ce thème.

Comme le modèle prévoit une valeur moyenne, l’in-
certitude u(y0-droite) due au modèle est plus faible que
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Tableau 5
Incertitude de x0 = 4,913 prévue à y0 = 10,5 évaluée dans différents contextes.

composantes OLS GLS GLS GLS
d’incertitude u(y) = 0,5 u(y) = 0,25 y corrélé
u(x0-inv-droite) 0,097 0,15 0,075 0,25

u(x0-inv-droite), u(y0) = 0,5 0,30 0,32 0,29 0,38
u(x0-inv-droite) droite inversée 0,106 0,177 pas évalué pas évalué

Tableau 6
Incertitude de y0 = 8,017 prévue à x0 = 3,5 évaluée dans différents contextes.

composantes OLS GLS GLS GLS
d’incertitude u(y) = 0,5 u(y) = 0,25 y corrélé

u(y0-droite) 0,13 0,20 0,10 0,43
u(y0-droite), u(x0) = 0,2 0,38 0,41 0,37 0,56

l’incertitude u(y) initiale (tab. 6). Par ailleurs, la prise en
compte de la non symétrie de la droite estimée induit une
incertitude u(x0-inv-droite) légèrement plus élevée pour x0

(tab. 5).

Hormis les GLS corrélés, l’écart entre les méthodes
devient négligeable lorsque l’incertitude du prédicteur est
prépondérante. Dans ce cas, il devient possible d’utiliser
une méthode plus simple quoiqu’approximative.

En conclusion, les GLS propagent les incertitudes des
variables y aux valeurs calculées avec le modèle, lorsque
l’information utilisée est correcte. Des résultats non vali-
dés indiquent une incohérence dans le modèle qui devrait
donner lieu à une analyse des données de l’étalonnage.

10.2. Exemple 2 : Étalonnage pour le dosage du benzène

La masse de benzène contenue dans un tube est do-
sée par chromatographie en phase gazeuse couplée à un
détecteur à ionisation de flamme. La gamme de mesure
s’étend de 300 ng à 2 000 ng. L’étalonnage est réalisé en
5 points répétés 5 fois ; le point milieu de la gamme est
repassé en fin de cycle. Comme la mesure est destructive,
26 tubes étalons sont analysés.

L’incertitude associée à une masse étalon provient
principalement de la stabilité, de la reproductibilité et du
blanc. Ces facteurs corrèlent les valeurs des masses éta-
lons ; la corrélation de deux valeurs est environ r = 0,98.

L’incertitude sur une aire de pic provient de la repro-
ductibilité de la mesure. À chaque point d’étalonnage, le
coefficient de variation (CV) estimé sur les 5 ou 6 me-
sures est utilisé pour estimer l’incertitude associée à l’aire
de pic : u(Aire-de-pic) = CV·Aire-de-pic.

Les données de l’étalonnage figurent dans le ta-
bleau 7. La matrice de variances-covariances des masses
étalons de format (26 lignes, 26 colonnes) n’est pas pré-
sentée dans cet article.

Le modèle estimé est Masse = b0 + b1 Aire-de-pic ;
il est écrit dans le sens d’utilisation (fonction g de la
partie 2).

Dans ce cas où les deux variables sont connues avec
une incertitude, la méthode complète GLS-GGMR est

Tableau 7
Données de l’étalonnage.

Masse (ng) u (Masse) (ng) Aire-de-pic u (Aire-de-pic)
300,26 5,49 491 628 2 066
300,18 5,49 486 838 2 046
300,19 5,49 491 277 2 065
300,10 5,49 491 483 2 065
300,21 5,49 491 362 2 065
399,39 7,28 648 633 2 452
399,38 7,28 653 781 2 472
399,40 7,28 652 774 2 468
399,32 7,28 653 749 2 472
399,32 7,28 649 421 2 455
500,60 9,11 811 400 4 544
501,65 9,13 818 169 4 582
500,53 9,11 824 575 4 618
500,59 9,11 813 778 4 558
500,50 9,10 819 287 4 589
500,62 9,11 817 205 4 577
599,76 10,90 982 352 3 439
599,64 10,90 983 872 3 444
599,74 10,90 979 059 3 428
599,65 10,90 988 175 3 460
599,65 10,90 985 733 3 451
701,02 12,73 1 141 976 5 557
701,07 12,74 1 155 644 5 623
701,10 12,74 1 151 403 5 603
700,99 12,73 1 155 300 5 622
700,98 12,73 1 153 303 5 612

préconisée. Elle est comparée aux OLS et aux GLS-
simples, en intégrant ou en négligeant la corrélation des
masses étalons.

10.2.1. Estimation de la droite d’étalonnage

Les résultats figurent dans le tableau 8.

Les GLS avec corrélation donnent des résultats très
satisfaisants avec un ratio de Birge proche de 0,9. Les co-
variances ont une grande influence sur la qualité de l’es-
timation puisque le modèle n’est pas validé lorsqu’elles
sont négligées. Les GLS-simples fournissent une bonne
approximation des résultats GLS-GGMR.

34 REVUE FRANÇAISE DE MÉTROLOGIE no 31, Volume 2012-3



Tableau 8
Estimations de Masse = b0 + b1 Aire-de-pic : OLS et GLS.

OLS GLS-GGMR GLS-GGMR GLS-simples
r = 0 r = 0,98 r = 0,98

b0 4,3 2,8 2,8 2,8
b1 6,056 × 10−4 6,07 × 10−4 6,065 × 10−4 6,04 × 10−4

u(b0) 1,8 5,5 1,45 1,45
u(b1) 2,07 × 10−5 7,6 × 10−6 1,1 × 10−5 1,1 × 10−5

u(b0, b1) −3,5 × 10−6 −1,0 × 10−5 −1,6 × 10−6 −1,6 × 10−6

u(Masse) 2,452 7
ratio de Birge 0,251 0,899 0,900

Validation oui non oui oui

Tableau 9
Masses calculées avec le modèle.

OLS GLS-GGMR GLS-simples
r = 0,98 r = 0,98

Aire-de-pic y0 u(y0) y0 u(y0) y0 u(y0)
(ng) (ng) (ng) (ng) (ng) (ng)

750 000,00 458,48 0,50 457,7 8,3 455,5 8,3
800 000,00 488,76 0,48 488,0 8,8 485,7 8,8
910 000,00 555,37 0,51 555,00 10,00 552,00 10,00

1 000 000,00 609,88 0,61 609,00 11,00 606,00 11,00
1 100 000,00 670,44 0,75 670,00 12,00 667,00 12,00

Les OLS et les GLS-GGMR avec corrélation estiment
différemment les coefficients de la droite :

– les incertitudes associées aux valeurs de la constante
sont élevées et dans le cas GLS-GGMR, elle pour-
rait être retirée du modèle, puisqu’elle n’est pas
significative ;

– l’incertitude de la pente est beaucoup plus élevée avec
les GLS qu’avec les OLS. Les deux estimations sont
différentes même en tenant compte des incertitudes.

10.2.2. Prévisions

La droite estimée par les GLS-GGMR avec corréla-
tion est représentée avec son intervalle d’incertitude à la
figure 2.

La droite des OLS n’est pas représentée ; l’écart
entre les deux droites (y compris l’intervalle d’incertitude
OLS) est négligeable comparé à l’incertitude des GLS.
Cette incertitude augmente linéairement avec x.

La masse de benzène a été évaluée avec les
deux droites dans le domaine 450 ng–670 ng. Il s’agit
d’une prévision en valeur moyenne sans incertitude sur le
prédicteur ; donc l’incertitude associée provient unique-
ment de la droite (32). Les résultats sont présentés dans
le tableau 9.

Les incertitudes évaluées par les GLS-GGMR repré-
sentent environ 1,8 % de la valeur prévue. Cette in-
certitude correspond à l’incertitude des masses étalons
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Fig. 2. – Droite estimée par les GLS-GGMR avec corrélation.

spécifiée en entrée du modèle sans toutefois la dépasser.
La prévision calculée étant une valeur moyenne.

Les GLS-simples donnent les mêmes incertitudes que
les GLS-GGMR quoiqu’elles soient systématiquement
plus faibles avant d’arrondir les valeurs. L’incertitude
obtenue avec les OLS est dérisoire. Comme attendu, les
valeurs des masses sont très proches et elles sont équiva-
lentes compte tenu de l’incertitude des GLS.

10.2.3. Modèle inverse

Dans une deuxième étape, le modèle inverse est éva-
lué : Aire-de-pic = b′0+b′1·Masse. Il s’agit d’étudier la sy-
métrie de la droite estimée et de comparer les deux modes
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Tableau 10
Estimations de « Aire-de-pic = b′0 + b′1·Masse » : OLS et GLS.

OLS GLS-GGMR GLS-GGMR GLS-simples

r = 0 r = 0,98 r = 0,98

b′0 −686 4 −4 593 −4 611 −4581

b′1 1 650,80 1 646,00 1 649,00 1 646,00

u(b′0) 2 934,00 9 093,00 2 406,00 2 405,00

u(b′1) 5,7 21,00 30,00 30,00

u(b′0, b
′
1) −16 000 −180 000 −9 800,00 −9 820,00

u(Aire-de-pic) 4 005,00

ratio de Birge 0,251 0,899 0,899

Validation oui non oui oui

Tableau 11
Détermination des coefficients b0 et b1 : avec le modèle inverse.

OLS GLS-GGMR GLS-GGMR GLS-simples

r = 0 r = 0,98 r = 0,98

b0 = −b′0/b
′
1 4,157 2,790 1 2,796 3 2,782 87

u(b0) 6 1,77 5,54 1,46 1,46

b1 = 1/b′1 6,057 × 10−4 6,074 7 × 10−4 6,065 × 10−4 6,075 × 10−4

u(b1) 2,1 × 10−6 7,64 × 10−6 1,1 × 10−5 1,1 × 10−5

de calcul des résultats. L’inversion de cette deuxième
droite fournit une nouvelle estimation du modèle initial.
Les résultats sont regroupés dans les tableaux 10 et 11.

Comme la méthode GLS-GGMR est symétrique, les
résultats du tableau 11 correspondent aux estimations
initiales du tableau 8 ; y compris le ratio de Birge. La mé-
thode estime donc les mêmes valeurs de masse par éva-
luation directe et par évaluation inverse.

L’Annexe 2 présente l’écran de calcul du logiciel
Regpoly, où les résultats du modèle inverse sont affichés.

Les autres méthodes donnent des résultats équivalents
aux incertitudes près.

11. Conclusions et perspectives

La méthode des GLS est adaptée à différentes struc-
tures d’incertitude sur les variables (hétéroscédasticité,
autocorrélation voire corrélation de X et Y). Dans tous les
cas, la procédure appliquée est : calcul des poids avec les
incertitudes sur les variables et validation des estimations
en comparant ces incertitudes avec les écarts des points à
la droite d’étalonnage.

Cet exercice conduit généralement à une meilleure
connaissance du processus d’étalonnage. Dans la plupart
des exemples étudiés, les incertitudes sur les variables ont
été revues et des covariances ont été prises en compte.

Evidemment, plus l’incertitude sur les variables pré-
sente une structure complexe, plus les calculs inhérents à
la méthode deviennent compliqués. Aujourd’hui, des al-
gorithmes sont proposés dans des publications et le LNE
prévoit de communiquer sur le logiciel Regpoly.

Les GLS permettent de propager les incertitudes
sur les variables aux résultats de mesure calculés avec
la droite. La question du sens de modélisation n’inter-
vient plus puisque la méthode est symétrique. Dans les
exemples étudiés, les OLS donnent des estimations très
proches de celles obtenues avec les GLS mais les incerti-
tudes associées sont très inférieures.

Le calcul du résultat de mesure a été présenté en
distinguant la valeur moyenne sans incertitude et une
valeur individuelle avec incertitude. En général, les
laboratoires d’étalonnage utilisent l’indication moyenne
et les utilisateurs de l’instrument une indication indivi-
duelle avec son incertitude associée. Le résultat de me-
sure calculé est pour l’instant un résultat moyen vérifiant
exactement la droite d’étalonnage. Il est nécessaire de
l’indiquer puisque l’incertitude associée correspond aux
incertitudes en entrée quoiqu’elle soit légèrement infé-
rieure. Pour retrouver l’incertitude des valeurs en entrée,
il faudrait considérer le résultat individuel.

Cet article concerne le cas simple où la fonction d’éta-
lonnage est une droite. L’étude des fonctions polyno-
miales est en cours. Les algorithmes utilisés seront les
mêmes mais les calculs matriciels seront plus complexes.

La difficulté concerne surtout l’évaluation inverse du
résultat de mesure, tant pour la valeur du résultat que pour
l’incertitude associée.

Enfin, il est prévu d’améliorer l’utilisation des simu-
lations de Monte-Carlo qui actuellement valide les résul-
tats obtenus et d’appliquer les techniques Bayésiennes au
cas de la droite d’étalonnage.
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Annexe 1

La droite de régression sous forme matricielle :
quelques éléments

Vecteurs des valeurs de y et de x :

y =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

.

.

yn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 x1

1 x2

. .

. .

1 xn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Modèle :

Y = Xβ + E

(n, 1) (n, 2)(2, 1) (n, 1)

Estimateur des OLS :

BOLS =
(
XTX

)−1
XTY =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n

∑
xt∑

xt
∑

x2
t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−1 ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∑
yt∑
xt.yt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Il correspond au système d’équations suivant :⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n
∑

xt∑
xt

∑
x2

t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

B0

B1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑
yt∑
xt.yt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

BOLS =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ȳ − B1 x̄∑
(xt−x̄)(xt−ȳ)∑

(xt−x̄)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Estimateur des GLS quand V(Y) est diagonale :

BGLS =
(
XTV(Y)−1X

)−1
XTY =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑ 1
σ2
yt

∑ xt

σ2
yt∑ x1

σ2
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∑ x2
t

σ2
yt
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Il correspond au système d’équations suivant :⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∑ 1
σ2
yt

∑ xt

σ2
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σ2
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ B0
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑ yt

σ2
yt∑ xt .yt

σ2
yt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

BGLS =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ȳw − B1 x̄w∑
wt(xt−x̄w)(xt−ȳw)∑
wt(xt−x̄w)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
où

ȳw =

∑
yt/σ

2
yt∑

1/σ2
yt

et x̄w =

∑
xt/σ

2
yt∑

1/σ2
yt

wt =
1/σ2

yt∑
1/σ2

yt

Les sommes symbolisées par Σ portent sur l’indice t
(t = 1, ..., n).
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Annexe 2

Résultats obtenus avec le modèle inverse

Prévisions des valeurs des masses avec la droite estimée 
Estimations des valeurs des masses  X

 Ecran de calcul et d'affichage des résultats du logiciel Regpoly 
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